PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE
Zakladni pojmy

Reseni rovnice je hleddni neznamé, kterd po dosazeni do této rovnice vytvoii rov-
nost. V pripadé ODR byla neznadmou funkce jedné proménné — obvykle ji oznacu-
jeme y(z) (u(z) nebo x(t)), v pfipadé parcidlnich diferencidlnich rovnic je nezndmou
funkce dvou, t¥i ¢i vice proménnych, obvykle ji ozna¢ujeme u(x,y), u(zx,y, z) nebo obecné
w(xy, Ta,...,xN). V rovnici pak vystupuje tato neznaméa a jeji derivace, v ptipadé PDR
jsou to derivace parcialni, proto rovnici nazyvame parcidlni diferencidlni rovnice. Rad
nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje, se nazyva radem rovnice.

Obecné tedy PDR fadu k& mtzeme zapsat ve tvaru
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kde se do funkce F' dosazuji parcialni derivace az do fadu k.

Reseni klasické a zobecné&né
Bu Q oblast v RY, na které bude definovina neznamé funkce (feSeni). Potom funkci
u(z) = u(zy,. .., xy) nazveme (klasickym) resenim rovnice na oblasti © pokud:

(i) funkce u mé pro kazdé = spojité vSechny parcidlni derivace, které se v rovnici vysky-
tuji,

(ii) funkce F je pro vSechny tyto hodnoty definovana (tj. feseni lze do rovnice dosadit) a

(iii) po dosazeni u a jeho derivaci dostavame rovnost pro vSechna (z1,...,zy) € Q.

Protoze podminka (iii) mé smysl pouze pokud jsou splnény pfedchozi podminky (i),
(ii), casto se tyto podminky (i) (ii) neuvadéji. Toto FeSeni majici vSechny derivace vy-
stupujici v rovnici spojité nazyvame klasickym resenim. V praxi se vyskytuji i tlohy
s nespojitymi koeficienty, klasické feSeni potom nemiize existovat. Proto se zavadi pojem
zobecnéného Tesent, rovnice je splnéna jenom v tzv. zobecnéném smyslu.

Priklady PDR - rovnice prvniho fadu
Uveme par prikladi rovnic prvniho radu v rovineé:
— konkrétni a obecna linearni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty a, b
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— konkrétni a obecna linearni rovnice prvniho fadu s nekonstantnimi koeficienty
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— kvazilinearni (tj. linedrni v nejvyssich (prvnich) derivacich) a obecnd rovnice prvniho

rfadu
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Analogicky mame tyto rovnice i ve vyssi dimenzi, naptiklad linedrni rovnice v dimenzi 3

(proménné z,y, z) a obecné v dimenzi N (proménné xi,...,zy):
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Rovnice druhého radu, klasifikace

vevs
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které se po fadé nazyvaji Laplaceova, vinova a difize. Linearni rovnice s konstantnimi
koeficienty se vSemi moznymi ¢leny ma tvar
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Koeficienty a, b, ¢ stojici u nejvyssich (druhych) derivaci ur¢uji typ rovnice, ¢leny s deriva-
cemi nizsiho fadu na klasifikaci nemaji vliv. Uvazujme odpovidajici kvadratickou formu
@ (derivace podle = a y jsme nahradili ndsobky x a y)

Qz,y) =az” + by + cy’

a zkoumejme jakych hodnot tato forma nabyva v jednotlivych smérech. Oznaceni x/y = A
vede na kvadratickou rovnici

PN =alN+bA+c=0.
Podet feseni uréuje diskriminant D = b? — 4 ac. Rozligime 3 piipady:

(H) jestlize D = b* — 4 ac > 0, rovnice ma dva rizné redlné koreny \;, \. Kvadraticka
forma je tedy nulovd ve dvou smérech x = Ay a x = Ayy v ostatnich smérech
nabyva jak kladnych tak zapornych hodnot — forma je indefinitni. V tomto ptipadé
diferencialni rovnici nazyvame hyperbolickou. Zakladnimi ptiklady hyperbolické rov-

nice jsou
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(E) jestlize D = b*—4 ac < 0, rovnice nemé zadné redlné koteny, kvadratickd forma je ne-
nulova ve vSech smérech (mimo pocatek) a nabyva proto bu vSechny hodnoty kladné
(nebo vSechny zaporné) — je pozitivné (nebo negativné) definitni. V tomto pripadé
diferencialni rovnici nazveme eliptickou. Zakladnim prikladem eliptické rovnice je
tzv. Laplaceova rovnice
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levou stranu rovnice tvoii tzv. Laplactv operator A u



(P) zbyva piipad D = b* — 4ac = 0. Rovnice mé jeden dvojnisobny realny koien \js,
kvadraticka forma je nulova jen v jednom sméru x = Aoy a v ostatnich smérech
nabyva bu vSechny hodnoty kladné nebo vechny zaporné — je tedy pozitivné (nebo
negativné) semidefinitni. V tomto ptipadé diferencidlni rovnici nazveme parabolic-
kou. Typickych prikladem parabolické rovnice je
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Poznamka o nazvech

Pokud v pfislusné kvadratické formé polozime Q(z,y) = 1 v ptipadé (H) dostavame
rovnici hyperboly, v piipadé (E) dostavame rovnici elipsy nebo kruznice, pfipadné musime
zménit znaménko Q(z,y) = —1. V piipadé (P) pfidanim vhodného nasobku c;x + ¢y
dostdvame rovnici paraboly, napiiklad 22 — y = 0.

Poznamka o transformacich a o kanonickém tvaru
Uvazujme pouze rovnici s nejvyssimi derivacemi
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Linearni transformaci soufadnic (z,y) — (£, n) uréenou regularni matici D (det(D) # 0)

~0. (6)

§ = dux+ digy n = dax + dyy
diferencialni rovnice pfejde na novou rovnici
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pficemZ se znaménko diskrimantu D = b? — 4 ac nezméni, tj. typ rovnice se nezméni.
U kazdého typu jsme uvedli jednoduchy priklad, tzv. kanonicky tvar: pro eliptické rovnice
je to (4), pro hyperbolickou rovnici jsou dokonce dva kanonické tvary (3). U kanonického
tvaru pro parabolickou rovnici (5) jsme pridali ¢len s prvni derivaci na pravou stranu, aby
rovnice nedegenerovala na ODR.

Lze dokézat, Ze libovolnou rovnici (2) 1ze transformaci soufadnic pfevést na piislusny
kanonicky tvar, pficemz na pravé strané mohou zbyt také néjaké cleny s derivacemi nizsich
radd a pravou stranou.

Rovnice druhého radu ve vyssi dimenzi
Kazdé linearni rovnici druhého radu
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lze prifadit prislusnou kvadratickou formu (), ktera vznikne tim, Ze derivaci druhého fadu
0*u/0z;0x; nahradime z;x;. Rovnici (7) tedy pfifadime formu

N
Q(r1,...,7N) = Z Qijj TiTj . (8)
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Rovnici potom klasifikujeme podle definitnosti této formy. Pokud je forma pozitivné (nebo
negativné) definitni, rovnici nazyvame eliptickou. Pokud je forma jenom semidefinitni,
rovnici nazveme parabolickou a konecné, pokud je forma indefinitni, rovnici nazveme hy-
perbolickou. Tak v prostoru R® mame kanonicky tvar rovnice eliptické
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kterou také nazyvame Laplaceovou, hyperbolicka rovnice mé kanonicky tvar
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kde dalsi proménnou jsme oznacili ¢ (¢asto ma vyznam casu) a Au je tzv. Laplaceuv
operator v ,prostorovych® proménnych x,y, nebo x, vy, z

= Au,

A 0%u N 0%u 0%u N 0%u N 0%u (©)
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a podobné se stejnym oznacenim parabolickd rovnice méa kanonicky tvar
ou
— = Au.
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ROVNICE MATEMATICKE FYZIKY

Nékterym parcialnim diferencialnim rovnicim se také rika rovnice matematicke fyziky.
Divodem je skutecnost, Ze tyto rovnice byly odvozeny z fyzikalnich principt a popisuji
(v ur¢itém rozsahu a s urcitou piesnosti) nékteré fyzikalni déje.

Obvykle mé neznama jednu proménnou ¢, kterd ma vyznam casu a jednu, dvé, nebo
tfi proménné oznacované x,y,z nebo xi, s, xr3 ve vyznamu prostorovych proménnych;
v pfipadé dvou proménnych je nezndmou funkce u(x,t) ve vyssi dimenzi potom u(zx,y,t)
a u(x,y, z,t) nebo u(xy, ..., xy,t).

Rovnice vedeni tepla v tyci

Uvazujme ty¢ ve sméru osy x. Polohu bodu oznacuje proménna x, ¢as proménna ¢,
hodnota neznadmé u(z,t) proto popisuje teplotu ty¢e v misté x a case t. Tato funkce
splnuje rovnici
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kde ¢ je délkové mérné teplo; tj. mnozstvi tepla nutné ke zvyseni teploty tyce jednotkové
délky o jeden stupen a k tepelna vodivost tj. mnozstvi tepla, které protece prifezem tyce
za jednotku casu. Funkce f méa vyznam intenzity tepelnych zdroji. Pii vhodné volbé



jednotky délky a jednotky casu v pripadé nepfitomnosti tepelnych zdroji dostavame
parabolickou rovnici v kanonickém tvaru
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Doplnujici podminky

Rovnice mé nekonecné mnoho feseni. Abychom mohli spocitat teplotu v konkrétnim
pripadé, musime rovnici doplnit podminkami popisujicimi situaci na zacatku, v pripadé
konec¢né tyce i na koncich. Dostavame tak tzv. lohu pro danou rovnici.

Formulace pocatecéni tilohy
Uvazujme ty¢ nekone¢né dlouhou, tj. x € (—o0, 00) a situaci napfiklad od ¢asu t = 0.
Potom rovnici (10) doplnime jednou poc¢ateéni podminkou

u(z,0) = ug(x), (11)

ktera znamou funkei ug(z) popisujeme teplotu celé tyce v ¢ase t = 0. Nezndmou hleddme
v poloroviné tj. pro (z,t) € R x R*. Pocatecni tiloha se tedy sklada z rovnice (10) a jedné
pocateéni podminky (11).
Okrajova pocatecéni tloha

Pti modelovani realnych déjt se spise setkavame s konecnou tyci, ktera méa dva konce.
Ty¢ popisuje proménnd x napiiklad na intervalu (0, ¢). Proto kromé poc¢atecni podminky
musime uvést i okrajové podminky charakterizujici situaci na konci. Podminka na konci

x=/
u(l,t)=0 [ wu(l,t)=p@) ] (12)

znamend, ze konec tyce ma stéle teplotu 0 [resp. p(t)], tj. konec tyée je dobfe vodivé
pfipojen k télesu velké tepelné kapacity majici danou teplotu (napiiklad konec tyce je
ponofen do smési vody a ledu), nebo je tam termostat udrzujici pfedepsanou teplotu.
Tato podminka se nazyva Dirichletova.

Podminka
ou ou

urcuje (aZ na nasobek k) tepelny tok v konci ¢. Napiiklad nulovy tepelny tok je v situaci,
kdy je konec tyce tepelné izolovan. Tato podminka se nazyva Neumanova.

Okrajova pocatecéni tloha modelujici vedeni tepla pro z € (0,¢) a t > 0 se sklada
z rovnice (10), po¢ateéni podminky (11) a po jedné okrajové podmince typu (12) nebo
(13) v obou koncich tyce, pfi¢emz na kazdém konci muze byt jind podminka. Napiiklad
rovnici (10) s podminkami

ou
uw(z,0) =0 z€(0,), u(0,t) = 100, %(E,t)zo t>0

popisuje situaci, kdy pocatecni teplota je nulova (napfiklad ty¢ jsme vyjmuli ze smési
vody a ledu), konec z = 0 je ve vafici vodé a druhy konec x = ¢ je tepelné izolovan.



Stacionarni aloha

Lze uvazovat i ulohu pro ustalené vedeni tepla, tj. situaci, kdy se teplota uz v case
neméni, rovnice uz neobsahuje proménnou ¢. len du/Jdt vypadne, poc¢ateéni podminka
nema smysl a dostavame okrajovou tlohu pro ODR.

Rovnice vedeni tepla ve vyssi dimenzi

Uvazujme téleso zabirajici objem (2. Potom vedeni tepla v tomto télese popisuje rovnice

du
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kde Au je Laplacetv operator definovany (9). V piipadé, Ze téleso je nehomogenni nebo

material neni izotropni ¢len Au zaménime vyrazem
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se symetrickou matici koeficientt vodivosti £, g.

Podobné jako v pripadé vedeni tepla v tyci, rovnici doplnime jednou pocatecni pod-
minkou v €2 a v ¢ase t = 0 a jednou okrajovou podminkou podél celého povrchu 0f2.
Podminka muZe byt typu (12), kdy na okraji pfedepisujeme teplotu u = p, nebo typu
(13), kdy na okraji pfedepisujeme tepelny tok (v pfipadé tepelné izolovaného povrchu
podminka zni g—z = 0 — derivace ve sméru kolmém k povrchu je nulovd). Pfitom na ¢asti
povrchu miize byt prvni uvedena podminka a na zbytku povrchu druhé, tomuto pripadu
fikdme smisenda tloha. Formulujeme tim okrajovou pocatec¢ni tlohu.

Rovnici (14) se také iika rovnice diftize, protoZe popisuje také diftizi (rozptylovani)
latky v nehybném prostiedi, napf. zrnko barviva v nehybné vodé; neznamé funkce pak
ma vyznam koncentrace latky.

Rovnice (10), (14) jsou zakladnimi ptiklady parabolické rovnice.

Rovnice kmitani struny

Uvazujme tenkou strunu napjatou podél osy z. Nezndmé wu(x,t) popisuje pFi¢nou
vychylku struny v misté x a case t. Potom kmitani této struny popisuje rovnice
0%u 0%u
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kde p je hustota (hmotnost) struny, 7" napéti struny a f pfipadné znamé vnéjsi zatizeni
(napt. gravitace). Homogenni rovnice se ¢asto zapisuje ve tvaru
Pu 0%
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protoze feSenim rovnice lze interpretovat soucet viny, ktera postupuje rychlosti ¢ po struné
doprava u(x,t) = F(x—ct) a viny postupujici stejnou rychlosti ¢ po struné doleva u(z, t) =

(16)



G(z + ct). Rovnice (16) popisuje také podélné kmity tenké tyce a kmitani vzduchového
sloupce v pistale.

Doplnujici podminky

Samotné rovnici vyhovuje nekone¢né mnoho feseni, proto musime rovnici doplnit pod-
minkami urcujicimi stav v pocateénim case napt. ¢t = 0, tj. urcit pocatecni vychylku vy a
pocateéni rychlost u; (na rozdil od predchozi tlohy jsou zde dvé pocatecni podminky):

u(z,0) = ug(x) ?;(x, 0) =wu(z). (17)
V pripadé konec¢né struny musime doplnit i okrajové podminky, podobné jako u rovnice
vedeni tepla. Podminka (12) ur¢uje vychylku struny na konci, podminka (13) pak zatiZeni
struny na konci; du/0z(¢,t) = 0 znamenad, %e na konec x = ¢ nepisobi Zadn4 sila — jedna
se o volny konec.
Napiiklad rovnice (15) s podminkami

u(z,0) =0.1x(0 — z), u(0,t) =0, wu(l,t)=0

popisuje kmitani struny upevnéné na koncich, ktera ma na zacatku vychylku ve tvaru
paraboly. Je to pocdatecni okrajovd uloha. Lze formulovat i poc¢atecéni tlohu modelujici
kmitdni nekone¢né struny: rovnici (15) na z € R x R" doplnime dvéma pocateénimi
podminkami (17).

Vinova rovnice

Rovnice (15) popisuje Sifeni vin podél struny, nazyva se také jednorozmérna vinova

rovnice. Vicerozmérna vlnova rovnice
2
f;;; =c*Au (18)

s Laplaceovym operéatorem (9) popisuje $ifeni vin v roviné (napiiklad kmitani tenké mem-
brany, kmitani rovinné mydlové bubliny, $ifeni vin na vodni hlading), nebo v prostoru
(napriklad Sifeni zvukovych vln v prostoru, Sifeni elektromagnetickych vin).

Pro vlnovou rovnici 1ze analogicky formulovat pocatecni okrajovou tilohu pro kmity
v objemu 2 nebo poc¢atecni tlohu pro kmitani celého prostoru (ob& maji dvé pocatecéni
podminky (17)).

Vlnové rovnice (16), (18) jsou hyperbolické rovnice.

Rovnice pro ustalené jevy

V probiranych jevech lze hledat ustaleny stav. Uz jsme se zminili o stacionarnim feseni
rovnice vedeni tepla, kdy se z parabolické rovnice stala rovnice elipticka (pfipadné ODR).
V staciondrnim piipadé se kmiténi struny nebo membrany méni na deformaci (prihyb)
struny nebo membrany, hyperbolickda rovnice prejde na rovnici eliptickou v dimenzi o
jedno nizsi (pfipadné ODR).

V tlohéch pro ustéaleny stav koeficienty, prava strana ani okrajové podminky nezavisi
na case t, z rovnice vypadne ¢len s derivaci podle t. Poc¢ateéni podminky vypadnou,
zlistanou jen podminky okrajové.



NEKTERE METODY RESENI PDR

Reseni jednorozmérné vlnové rovnice

Jednorozmérnou vlnovou rovnici

Pu 0%
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lze fyzikalné interpretovat jako rovnici kmitani struny. Rovnici transformaci £ = x — ct,
1N = x + ct prevedeme na rovnici

2
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Integraci ziskdme obecné Teseni u(&,n) = F(&) + G(n), kde F' a G jsou libovolné dife-
rencovatelné funkce. Zpétnou substituci za £ a 1 dostavame obecné feseni nasi vinové
rovnice

u(z,t) = F(x — ct) + Gz + ct)

Snadno lze vidét, Ze toto TeSeni je souctem ,viny“ postupujici stalou rychlosti ¢ doprava
u(z,t) = F(x — ct) a ,vlny“ postupujici rychlosti ¢ doleva u(z,t) = G(x + ct).

Rovnici doplnime-li dvéma pocateénimi podminkami:

u(z,0) = p(x) — zadanéd pocatetni poloha

%(m, 0) = ¢(x) — zadand pocatecni rychlost
a jednou z uvedenych okrajovych podminek na konci x = 0 v pfipadé rovnice na polo-
ptimece = € (0,00) nebo po jedné okrajové podmince na obou koncich x = 0ax =/v
ptipadé rovnice na tsecce (0, ). Dosazenim obecného FeSeni do téchto podminek dosta-
vame rovnice, z kterych mizeme urcit funkce F' a G a tim spocitat obecné feSeni u(x,t).

Fourierova metoda rad

Tato metoda umoznuje spocitat feseni pocatecni okrajové tlohy pro parabolickou i
hyperbolickou rovnici. Reseni vyjde ve tvaru Fourierovy fady, odtud nazev metoda fad
a Fourierova metoda. Protoze funkce hledame ve tvaru se separovanymi proménnymi,
metodé se ikd i metoda separace proménnych.

Reseni parabolické rovnice
Uvazujme naptiklad parabolickou rovnici

ou_ o
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pro z € (0,7),t € (0,00) doplnénou podminkami

u(z,0) = p(x) x € (0,7), uw(0,t) =0, wu(mt)=0 te(0,00).



Ulohu lze interpretovat napiiklad jako rovnici vedeni tepla v tenké na povrchu izolované
ty¢i o pocéatecni teploté ¢(x), jejiz konce x = 0 a © = 7 jsou ponofeny nadobé se smési
vodu a ledu.

Reseni budeme hledat ve tvaru fady:

u(z,t) =Y cpun(,t)

kde pomocné funkce v,(z,t) volime tak, aby spliiovaly uvazovanou rovnici a okrajové
podminky:

0%v,, 0%v,,

=K
ot? dx?’
Kazda jejich linearni kombinace bude potom také splinovat rovnici a tyto okrajové pod-
minky. Vhodnou volbou koeficientti ¢,, mtizeme dosahnout i splnéni pocatecni podminky.
Pomocnou funkei v(z,t) hleddme ve tvaru se separovanymi proménnymi v(z,t) =
X (z)T(t). Derivovanim a dosazenim do pfislusnych rovnic dostdavame X 77 = X" T,
odkud vydélenim « X7 mame
) _ X"(x)

kT(t)  X(z)

v,(0,8) =0, wv,(m,t) =0.

Ziejmé leva strana nezavisi na proménné x a prava zase nezavisi na t, proto obé strany
jsou rovny néjaké konstanté, kterou oznacime —\. Dostavame tak dveé rovnice

T+ kAT =0, X' +AX=0
které maji obecna feseni
T(t) = ce ™, X(z) = a cos(pux) + b sin(uz)

s u? = \. Z okrajovych podminek pro v plynou okrajové podminky pro X ve tvaru X (0) =
0 a X (7) = 0. Hleddme netrivialni feSeni X (z). Dosazenim do prvni podminky dostavame
X (0) = a cos0 = 0 odkud plyne a = 0. Z druhé podminky mame X (7) = b sin(un) = 0.
Protoze rovnici sinx = 0 vyhovuji pouze celé nasobky 7, netrividlni feseni dostavame v
pripadé pum = nm, kde n je celé ¢islo. Mame proto posloupnost feSeni a prislusnych A,
ktera oznacime indexem n a

X, (x) = sin(nzx) Ap =02,

Protoze pro n = 0 je sin(0x) = 0 a pro n zaporna nedostavame nové funkce, budeme brat
pouze Cleny s prirozenymi ¢isly n =1,2,3,.. ..

Refeni X, (z) = sin(nz) odpovida T, (t) = exp(—xn?t). Dostavame tak pomocné
funkce v, a tim i feSeni u(x,t) ve tvaru

oo
u(z,t) = > ¢, sin(nz) et
n=1



Ve vyjadfeni feSeni zbyva urcit koeficienty ¢,. Dosadime do pocateéni podminky u(x,0) =
(1)

u(z,0) = f:lcn sin(nz) = ¢(x).

Z rovnosti je vidét, ze potfebujeme rozvinout funkeci ¢(z) na (0,7) do sinusové fady. Z
teorie Fourierovych fad plyne vzorec pro vypocet koeficienti

2 ™
Cp = —/ o(x) sin(nzx) dz .
7 Jo

Protoze jsme dostali feseni ve tvaru nekonecné rady, nutno se také zabyvat konvergenci
této fady. V tomto pripadé parabolické rovnice pro t = 0 zajistuje konvergenci teorie
Fourierovych fad, pro t > 0 ¢len exp(—~xn?t) konverguje velmi rychle k nule pro n jdouci
do nekonec¢na a tim zajistuje konvergenci celé fady i pro t > 0.

Poznamky: Ztejmé lze Fesit rovnici i na libovolném omezeném intervalu (0, ) nebo (a, b),
misto sin(nz) dostavame v prvém piipadé sin(nmx/¢); ddle misto Dirichletovy podminky
u(0,t) = 0 miZeme uvazovat Neumanovu podminku %(O,t) = 0. Napriklad v ptipadé
Neumanovy podminky v obou koncich x = 0 a x = 7 okrajové podminky urc¢i posloupnost
X, (z) = cos(nz) pron =0,1,2,3,...

Nehomogenni alohy
V pripadé rovnice s pravou stranou a nehomogennimi okrajovymi podminkami napfi-
klad

U 2u U
aat:mng+f gx(o,t):g u(l,t) =v,
najdeme libovolnou funkei wug(z, t) spliiujici rovnici s pravou stranou a uvedené okrajové
podminky. Obvykle tuto funkci nalezneme ve tvaru polynomu podle tvaru funkci f, g, v,
pokud jsou vSechny konstanty, funkci uy mtzeme hledat ve tvaru polynomu druhého
stupné v z: wug(x,t) = a12* + asx + az. Napiiklad pro f = 2konst., g = 0 a v = 0 vyjde
ug(w,t) = 72 — 2%
Reseni pak hledame ve tvaru

u(z,t) = uo(z, t) + u*(z, 1),

kde funkce u*(z,t) méa spliiovat uz rovnici bez pravé strany f s homogennimi okrajovymi
podminkami %1;* (0,t) =0 a u*(¢,t) = 0, 1ze ji proto najit uvedenou Fourierovou metodou
fad. Pozor, poc¢ateéni podminka pro u*(x,t) je opravena o pomocnou funkei ug(x,t)

u*(z,0) = @(x) — up(x,0).

Reseni hyperbolické rovnice
Uvazujme hyperbolickou rovnici

Pu 0%

o = o2
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pro x € (0,7),t € (0,00) doplnénou podminkami
u(z,0) =p(x) - (2,0) =) z€(0,7),
uw(0,t) =0, wu(mt)=0 te(0,00).

Ulohu lze interpretovat napiiklad jako rovnici kmiténi tenké struny upevnéné na obou
koncich.
Opét feseni hledame ve tvaru fady:

u(z,t) = chvn(x, t),

kde pomocné funkce v, (z,t) volime tak, aby spliiovaly homogenni rovnici a homogenni
okrajové podminky

0%v,, 0%v,,

= K—
ot? dx?’
Pomocnou funkci v(z, t) hleddme opét ve tvaru v(z,t) = X (x) T'(t). Dosadime do pfislus-

nych rovnic a vydélenim ¢2X 7T mame

Tl/ (t) _ X/l(x)

AT(t) X(z)

v,(0,8) =0, vp(m,t) =0.

Protoze leva strana nezavisi na proménné x a prava zase nezavisi na t, obé strany jsou
rovny néjaké konstanté, kterou oznacime —\. Dostavame tak dvé rovnice

T"+3AT=0, X'"+AX=0,
které maji obecna reseni
T(t) = a cos(pct) + b sin(uct) , X(x) = A cos(uz) + B sin(uz) ,

kde 2 = . Jako v piedchozi parabolické tiloze z okrajovych podminek plyne X (0) =0 a
X (m) = 0 odkud plyne

X, (x) = sin(nz) Ap=npron=1,23,....

Dostavame tak pomocné funkce v, a tim i feSeni u(x,t) ve tvaru

u(z,t) = i sin(nx) [a, cos(nct) + b, sin(nct)] .

n=1

Ve vyjadreni feSeni zbyva urcit koeficienty a,, a b,. Dosazenim do pocateéni podminky
u(z,0) = ¢(x) dostavame

u(z,0) = ian sin(nx) = ¢(x);
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potiebujeme rozvinout funkci ¢(x) na (0,7) do sinusové fady. Koeficienty lze spocitat
pomoci vzorce vzorce

2 T
a, = —/ o(x) sin(nx) dx .
7 Jo

Dosazenim do druhé pocateéni podminky %7;(:10, 0) = ¥ (z) dostavame

ou

E(% 0) = nz::lbnncsin(nx) = P(x);

zde rozvijime funkci ¢(z) do sinusové fady s koeficienty dany vzorci

2 m ,
b, = o )o Y(z) sin(nz) dz .

Protoze jsme dostali feSeni ve tvaru nekonecné fady, nutno se také zabyvat konvergenci
této fady. V tomto ptipadé hyperbolické rovnice konvergence zavisi na hladkosti funkci
o(x) a P(z), vétsinou konverguje jenom fada pro u(x,t), jeji derivace uz ¢asto nekonver-
guji, feseni potom bereme v zobecnéném smyslu.

Opét mozno fesit rovnici na intervalu (0,¢) nebo (a,b), nebo s jinymi okrajovymi
podminkami. Podobné Ize fesit parabolické i hyperbolické rovnice na vhodnych oblastech,
napr. ¢tverec, obdélnik, krychle.
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