Ukazkové piiklady z prfedémtu Aplikované matematiky (CA057)

Poznamky:

o Nezarucuji spravnost resent.

1. |ODR1 - Ezistence a jednoznacnost feSeni] Rozhodnéte zda rovnice y = /y? — 9 ma
jediné feSeni prochézejici bodem [xq, yo|:
a) [*TanO] = [_17 1]7
b) [zo, 0] = [5,3],
c) [0, yo] = [2,4].
Resent:
a) Timto bodem neprochézi zadné feseni.
b) Timto bodem prochézi feseni, ale Picardova véta nezarucuje, ze je jediné.
¢) Timto bodem prochazi jediné feseni.

2. |ODR1 - Smérové pole] Na obrazku je smérové pole rovnice y' = 1 — zy.
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a) Do obrazku nacrtnéte izokliny pro sklony m = —1, m =0 am = 1.

b) Jedno z FeSeni rovnice ma v bodé x = 1 lokélni exterém. Co muizeme Fict o y(3)?
c) Je tento lokaln{ exterém minimum ¢i maximum? Ovéite vypoctem.
Resent:
1y _
b) y(3) = 2.

¢) Lokalni maximum.

3. |ODR1 - Autonomni rovnice] Uvazujme rovnici



a) Nacrtnéte fazovy portrét. Vyznacte vSechny kritické body. Urcete zda jsou asymp-
toticky stabilni, nestabilni ¢i semistabilni.

b) Nacrtnéte nékolik feseni této rovnice.

c) Urcete, kde se nachézeji inflexni body Feseni.

Resent:
c)y= i‘/Tg.

. |ODR1 - Metoda separace proménngch| Vyfeste po¢ateéni problém

dy 2z+1
de 2y
y(=2) = -1

. |ODR1 - Linedrni rovnice] Vyfeste poCatecni problém

d
(x—l—l)é—l— (x4+2)y=2xe",

y(0) = 4.
Resent: ,
y(@) = Jahy-
. [ODR1 - Metoda substituce| Vyfteste rovnici
Y 2
— = 1)°.
1= @ty+l)

K feSeni pouzijte substituci u =z + y + 1.
Resent:
y=tg(z+c)—x—1.

. |Linedrni nezdvislost] Rozhodnéte, zda je mnozina funkei fi(x) = 1+zx, fo(x) =z, f3(x) =
2? linearné zavisla ¢ nezavisla na (—oo, 00).

Resen:

Linearné nezavisla.

. |Fundamentdlni systém eseni] Rozhodnéte, zda je mnozina funkei fi(x) = e™3*, fo(x) =
e'? tvorf fundamentalni systém FeSeni rovnice y” — 3 — 12y = 0 na (—o00, 00).



10.

11.

12.

13.

Resent:
Ano, tvori.

. |[LODRn - Princip superpozice a struktura feSeni] Piedpokladejme, Ze cosz a x jsou

FeSenim rovnice
a(z)y” +b(x)y + c(x)y = f(z)

pro konkrétni funkce a(x),b(x), c(x), f(x).

a) Najdéte feSeni pridruZzené homogenni rovnice.

b) Najdéte feSeni zadané rovnice, pro které plati y(0) = 2.
Regent:
a) c(cosx — x).
b) 2cosx — x.

[LODRn - Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty] Naleznéte obecné feSeni rovnice

16y + 249" + 9y = 0.

Reseni:

Y = C1 COS (%\/gx) + ¢y sin (%\/gx) + c3x cos (%\/gx) +cax sin( \/§x)

o=

[LODRn - Metoda variace konstant] Rovnici y” + y = cos®x vyFeste metodou variace
konstant.

Reseni:
1

Y =1 COST + Cy Sinx + % — § Cos2z.

[LODRn - Metoda neurcitych koeficienti] Rovnici
y" + 2y +y =sinz + 3 cos 2z

vyTeste metodou neurcitych koeficientii.
Reseni:

y=cre " +cyre”

_1 12 s _ 9
5 COST + 5= sin 2x 55 COS 2.

[LODRn - Resent ve formé rad| Vyteste nasledujici po¢ateéni problém (feSeni hledejte ve
formé nekonecné mocninné rady):
y' =1ty =0,
y(0) =0,
y'(0) = -2



Reseni:
. 1.6 l’ll 1.16
y=-2(2+ 55+ 55000 T 5600516 T )

14. [LODR2 - Greenova funkce] Mé&jme dan okrajovy problém

y' +9y=1,
y(0) =0,
y'(m) =0.

a) Naleznéte Greenovu funkci pro tento problém.
b) Vyfeste jej.

Resent:
a)
sin 3t cos 3z
_sindteos3z 4 o (() 1)
G(;C,t) = { _sin3x2cos3t t e Exaﬂ—;‘

b) cos 3x.
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15. [LODR2 - Zobecnénd Tesend] Uvazujme tlohu

y'+2y =1,
y(0) =0,
y(1) =0.

a) Napiste jeji slabou formulaci.
b) Napiste jeji variacni formulaci.

Regent:
a) Najdéte y € W2(0,1) takové, ze y(0) = y(1) =0 a

1 1 1
—/ y' v dx +2/ yvdx:/ vdr, Yve WhH(0,1), v(0) = v(1) = 0.
0 0 0

b) Najdste y € W12(0,1) takové, ze y(0) = y(1) =0 a

1 1 1 1
——/ (v/)? da —|—/ y?dx —/ ydr <
2 Jo 0 0

1! ! '
<3 [@rar+ [@ar - [ode v ew 20,000 - o) =0
0 0 0

16. [Soustavy ODRn - Eliminacni metoda] Elimina¢ni metodou vyfeste soustavu rovnic
Yy = 2y1 + 3y2 + 5z,
Yo = 31 + 22 + 8e”.

Reseni:
Y1 = —cre T+ coed +2x — % —3€e%, Yy :cle’z+02e5x—3x+15—2+ex, c1,c9 € R



17. [Soustavy ODRn| Ptevedte pocateéni tlohu
yW =20y + (y")?? =0, y(0)=2, y(0)=-1, y"(0)=1, y"(0)=0
na pocatecni dlohu pro soustavu rovnic prvniho radu.
Resen:

Y1 = Y2.% = Y3 Y5 = Ya, ¥y = 2091 — ¥z, 41(0) = 2,12(0) = —1,3(0) = 1,54(0) = 0.
Souvislost feSeni puvodni tlohy s feSenim soustavy je tato: y; = y.

18. [PDR - Klasifikace rovnic| Rozhodnéte, zda rovnice

u  0*u  O%*u ou
2 — 03— =1
022 ozoy o T on

je hyperbolicka, parabolické ¢i elipticka.

Resent:
Elipticka.
19. [Fourierovy fady| Rozlozte funkei f(x) = —z (z—m) na intervalu (0, 7) do sinové Fourierovy
fady (tj. aplny ortogonélni systém je mnozina funkei {sin x, sin 2z, sin 3z, ... }).
Regent:
flz) = Z 8 sin ( i 5 sin((2n — 1) z)
n=1,3,5,. an n:17T n—l

20. |[PDR - Fourierova metoda (metoda separace proménngjch)] Metodou separace proménnych
naleznéte feSeni tlohy:

0? 0%u
8t2 %7 S (077[_)’ S (0,00),
u(z,0) = —z (z —7),
ou
a(l’, 0) == 0,
u(0,t) =0,
u(m,t) = 0.

Resent:

8 (o9}
u(z,t) = Z — sin (nx) cos (nt) Z PP 5 sin ((2n — 1)) cos ((2n — 1) ).
n=1,3,5,... n=1



21.

22.

23.

24.

[PDR - Rovnice matematické fyziky] Uvazujme tenkou ty¢i délky ! m, kterd je na svém
povrchu izolovana. Vime, ze v materialu nevznikd zaddné dodatecné teplo. Teplota celé
tyce v ¢ase t = 0 je 10°C, jeden jeji konec je teplotné izolovany a druhy je udrzovan na
konstantni teploté 20 °C. Materialové konstanty volte rovny jedné.
a) Formulujte rovnici popisujici vedeni tepla v tenké ty¢i. Doplnéte ji o pocatecni a
okrajové podminky:.
b) Rozhodnéte, zda okrajové podminky jsou Dirichletovy, Neumannovy (Robinovy) ¢i
Newtonovy a také zda se jsou homogenni ¢i nehomogenni.
c¢) Napiste rovnici a podminky popisujici ustélené (v ¢ase neménné) vedeni tepla.
Resent:
a) up = ul, pro x € (0,1), t € (0,00), u(x,0) = 10, u(0,t) = 20, u, (I,t) = 0.
b) pro x = 0 nehomogenni Dirichletova, pro = [ homogenni Neumannova.
c) ul, =0 proz € (0,1), u(0,t) = 20, u,(l,t) = 0.

[Laplaceova transformace] Najdéte Laplaceuv obraz funkce f(t) = t.
Resent:
F(s)=%,s>0.

[Laplaceova transformace - LODRn| Pomoci Laplaceovy transformace najdéte feseni poc¢ateéniho
problému

Reseni:
Y= 5-(—6+ 3t + 7e¥ — 73,

Laplaceova transformace - soustavy ODRn| Pomoci Laplaceovy transformace najdéte
Y Yy J
feSeni pocatecniho problému
yi’ + 7y§ + 8y1 = O,
Ys — Y +2y2 =0,

y1<0) - 17
y1(0) =0,
y2<0) =0,
y2(0) =0

Reseni:
= L cosdt + £ cost = 2Zgindt — L sint
Y1 =15 15 Y2 = 13 15 :



25. | Numerické metody - Eulerovy metody] Mé&jme poc¢ateéni problém
y' =2uzy,
y(1) = 1.

Pouzijte dva kroky explicitni Eulerovy metody k pfibliznému uréeni hodnoty y(2)
Regent:

y(2) =5.

[Numerické metody - Galerkinova metoda] Galerkinovou metodou najdéte aproximaci

26.
feSeni okrajové tlohy
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Za bazové i testovaci funkce volte ¢ =z (x — 1

Reéem’:
y ~ 0.6041 1 — 0.1066 ¢o.

[Aplikace - Radioaktivni rozpad] Rychlost rozpadu prvku C je pifmo imérna jeho mnozstvi

27. ' - ' N
Polocas rozpadu (tj. doba, za kterou se rozpadne pravé polovina jeho ptivodniho mnoZstvi)

je 5 730 let.
a) Popiste tento déj diferencialni rovnici
b) Urcete, kolik procent z pivodniho mnozstvi se rozpadne za 200 let

}éesvem
a)y = 51171320 Y-
b) 2.39%.

[Aplikace - Populacni modely| V jezefe Zije populace ryb, ktera se rozmnozuje rychlosti
primo imérnou jeji velikosti. Pravidelné jsou ryby v jezefe loveny konstantni mirou 7.

28.
) Popiste tuto situaci diferencialni rovnici. V rovnici se budou vyskytovat parametry,

jejichz hodnota neni v zadani urcena
b) Jak velkd musi byt populace ryb, aby vlivem rybolovu nevymirala? Napovéda: uve-

domte si, ze diferencialni rovnice je autonomni
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[Aplikace - Smési] V nadrzi je 1000 litra roztoku vody a 15 kg soli. Do nadrze vtéka ¢ista

29. ' st Adrzi
voda rychlosti 10 1/min. Roztok je zcela promichén a odtéka z nadrze stejnou rychlosti



30.

a) Sestavte diferencialni rovnici popisujici mnozstvi soli v nadrzi. Jaké bude toto mnozstvi
po 20 minutach?

b) Jak se zméni diferencialni rovnice pokud voda z nadrze odtéka rychlosti 20 1/min?
Resen: )
a)y = —ﬁy, y(0) = 15, y = 15e10”, 3(20) = 12.28 kg.
/I 2y
b)Yy =~

[Aplikace - Kmitani hmotného bodu| Zéavazi o hmotnosti m = 2 kg je zavéSeno na pruZinu,
kterou protahne o 0.1 m. Na pocatku kmiténi je toto zavazi pridrzeno v pozici 0.05 m nad
rovnovaznam stavem a uvolnéno. Popiste pohyb zavazi diferencialni rovnici a dopliite ji o
pocatecni podminky.

Resent:

y" = —10gvy, y(0) = —0.05, /(0) = 0.



